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45. Molekel-Eigenfunktionen bestimmter Symmetrie: 
Linearkombinationen von P-Funktionen. 
Teil 111: Zusammenfassung und Tabellen 

von E. Heilbronnerl). 
(6. X. 54.) 

An eine fruhere Veroffentlichung uber Linearkombinationen von 
S-Funktionen2) anschliessend, haben wir im Teil I dieser Arbeit3) eine 
Methode entwickelt, mittels welcher sich - bei Kenntnis gewisser Ma- 
trizen - die richtigen Linearkombinationen der P-AO’s einer Molekel 
gegebener Punktsymmetrie direkt erhalten lassen. Dieses Verfahren 
wurde am Beispiel von Molekel-Eigenfunktionen der Symmetrie C,, 
und D, illustriert (siehe Teil I14)). Im vorliegenden dritten und letzten 
Teil werden die Rechenvorschriften zusammenfassend dargestellt und 
jene Matrizen tabellarisch angegeben, die zur systematischen Anwen- 
dung der Methode notwendig sind5). 

Zusammenfassung  d e r  Methode.  
Gegeben sei eine symmetrische Molekel, bestehend aus Satzen 

iiquivalenter Atome, fur welche die Punktsymmetrie der g Gleichge- 
wichtslagen ihrer Atomkerne mit der abstrakten Gruppe 0 holoedrisch 
isomorph sei. Jedem Atomkern seien drei zueinander orthogonale, nor- 
mierte P-AO’s zugeordnet, die in ihrer komplexen Gestalt P!)~ p:’ py1 
angenommen werden sollen6). 

Erfolgt die Numerierung der Atomkerne eines Satzes - und da- 
mit auch der ihnen zukommenden drei P-AO’s - nach der fruher im 
Teil I beschriebenen Regel’), so lassen sich die 3 g P-AO’s eines Satzes8) 
in Form eines Zeilenvektors { p> anordnen : 

(1) 

.--- 
( 1 )  (1) (1) ( 2 )  ( 2 )  . . . (8) (P) / 

{PI = (P-IP,, P+lP-lPO Po P + J .  

l) Die mit dem vorliegenden Teil I11 abgeschlossene Reihe iiber Linearkombina- 
tionen von P-Funktionen bildet einen Auszug aus : E. Heilbronner, Habilitationsschrift, 
Eidg. Technische Hochschule, Zurich, 1954. 

z ,  Hs. H .  Gunthard, E. Heilbronner & B. Messikommer, Helv. 35, 2149 (1952). 
3, E. Heilbronner & Hs. H .  Gunthard, Helv. 37, 1037 (1954). 
4, E. Heilbronner & Hs. H .  Gunthard, Helv. 37, 1534 (1954). 
5,  Jene Formeln des Teils I bzw. des Teils 11, welche die Laufzahl r aufweisen, 

O) Vgl. Teil I ,  Seite 1038, Fussnote 2. 
7, Vgl. Teil I, Seite 1038, Absatz 5. 
*) Befinden sich Atome in speziellen Lagen, so sind die richtigen Linearkombina- 

tionen mittels einfacher Regeln leicht abzuleiten: Hs. H .  Gunthard, E. Heilbronner & 
B. Messikommer, Helv. 35, 2149 (1952). 

sollen hier jeweils durch das Symbol (I, r) bzw. (I1,r) gekennzeichnet werden. 
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Gesucht ist jene Matrix 12, welche durch linksseitige Multiplika- 
der richtigeii 

=: {pi xr. (1,261 
Wie in den Teilen I und I1 gezeigt wurde, lasst sich der Aufbaii 

dieser Matrix Ica in Punktion andcrer Matrizen N, T, V und U('," 

( 2 )  
definieren. 

Bei vorgegebener Symmetrie der Alolekel (d. h. bei gegebener 
Gruppe Q)  ist demnach ausschliesslich die Kenntnis der entsprechen- 
den Matrizen N, T, V und U(i:j) sowie der Zahlen li und tj notwendig, 
um fur beliebige Symmetriegruppen die richtigen Linearkombinatio- 
nen direkt zu erhalten. Im vorliegcnden Teil I11 sollen nun diese 
Matrizen beschrieben und in Tab. explizite angegeben werden. 

Ma t r i zen  N. 
Die illatrizen N wurden bereits friiher definiert (1,s) und ein- 

gehend beschrieben (Teil I, Seite 1.039, sowielO)). Sie bestehen aus den 
normierten Stellenzeilen eines vollstandigcn Systems aller irreduziblen 
Darstellungen I'(j) der Gruppe Q. 

Ma t r i zen  T. 
Die Definition der Matrizen T ist durch die Relation (I,20) ge- 

geben. Die zu zerlegenden Matri..cn 1D (G,) voni Grad 3 entstammeii 
der dreidimensionalen Drehungsgruppe und beziehen sich auf die in 
komplexer Gestalt angenommenen P-Piinktionen. (Vgl. Teil I, Seitlc 
1038, Absatz 3 und Fussnote 2.) 

Da die Matrizen D (G,) samtlich vom Grad 3 sind, kiinnen aus- 
schliesslich die folgenden Falle auftreten : 

x) Die Matrizen D (G,) bilden selbst eine irreduzible Darstellung 
der Gruppe 6. In diesem Fall ist T die Einheitsmatrix. 

B )  Die Matrizen D (G,) lassen sich in eine eindimensionale und in 
eine zweidimensionale irreduzible Darstellung zerlegen. 

y )  Die Matrizen D (G,) lassen sich in drci eindimensionale Dar- 
stellungen zerlege,n. In  diesem Fall befinden sic,h die Matrizen D ( G,) 

9,  Im Teil I wurde die Formel (2) ohne die T:crt.auscliungsmatrix V angegeben 
(I,%), wobei explizit auf die Forderung hingewieseri wurdc, dass in (S x T) die Anordnung 
der Elemente entsprechend den Angaben cler Abschnitt'e ct) und 8) (Teil I, Seite 1043) 
zu geschehen habe. (Vgl. Teil 11, Seite 1534, Fussnote 4, und Seite 1540, Fussuote 1.) 
Um Missverstandnisse zu vermeiden. sei diese triviale Vertauschung der Elemente io 
(N x T) durch Angabe der Vertauschungsmatrix V gekerinzeichnet. 

10) Hs. H .  Giinthard, E.  Heilbronner & U. Messikommer, Helv. 35, 2149 (1952). Die 
dort in Tab. angegebenen Matrizen N (irn Teil I als K' bezeichnet) sind entsprechend 
(I, 11) mit, Vertauschungsmatrizen (I,12) bzw. (I,13) Z U  multiplizieren, damit sie der 
Porderung geniigen, die regulare Darstellung T'(rcg.) in eine direktc Sumine irreduzibler 
Darstcllungen r(') in naturlicher Reihenfolge zu zerlegen. 

tioii rnit dem Zeilenvektor {iq den Zeilenvektor 
Linearkombinationen vi ergibt : 

/ /-, 

11 = (N x T) V 2 1, t j  U(',j) 1 l g )  I i i , j  

~~~~~ 
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in allen uns interessierenden Fallen bereits auf Diagonalform. T ist 
dann, gleich wie im Fall K), die Einheitsmatrix. 

Tabelle I. 
Matr izen  T. 

Die Darstellung D eiithalt die irreduziblen 
Darstellungen I Fall I Matrix T 

iB a 8) 
( Y  8 ;) 

0 1 0  

Matr i zen  V d e r  F o r m e l  ( 2 ) .  
Jene Vertauschungsmatrix V l l )  der Formel ( 2 ) ,  welche der im 

Teil I, Seite 1043, Absatz B ) ,  beschriebenen Forderung entspricht, lasst 
sich leicht unter Berucksichtigung der folgenden Angaben ableiten. 

Das in (I, 22)  definierte direkte Produkt zweier direkter Summen 
irreduzibler Darstellungen 

(Xii 1 r ( i ) ( G k ) j  x (Zt, i r(j)(w) (3) 

F l i ( r i i l ( G k )  X ~ t j I ' ( j ) ( ( & )  . (4) 
j 1 

ist, nach einem Satz der Matrizenalgebra, identisch mit der direkten 
Summe von direkten Produkten 

Da nun die Matrizen rci)( Gk) in allen uns interessierenden Fallen 
stets vom Grad 1, 2 oder 3 sind und da, entsprechend (I ,20) und dem 
vorhergehenden Abschnitt des vorliegenden Teils, fur die direkte 
Summe Ztl r( j ) (Gk) nur die drei Falle a,  B und y auftreten konnen, 
resultierejn ausschliesslich 9 Moglichkeiten fiir die Glider der Summe (4). 
Es sind dies: 

[r( ' )(Gk)] = 1, 2, 3 und Fall a. 
[r( ' )(Gk)] = 1 

[Fci1(Gk)]  = 2, 3 
und Falle B und y .  

und Falle fi  und y .  
I 

Bei den ersten fiinf durch eine geschweifte Klammer ausgezeich- 
neten Kombinationen erhalt man die direkte Summe der direkten 
Produkte irreduzibler Darstellungen jeweils in der gewunschten Rei- 
henfolge, so dass keine Vertauschungen von Zeilen und Kolonnen vor- 
genommen werden mussen. I n  den restlichen vier Kombinationen muss 
die geforderte Reihenfolge der direkten Produkte irreduzibler Dar- 

11) Diese Matrix darf nicht mit jenen Vertauschungsmatrizen verwechselt werden, 
die im Teil I (I, 11) definiert wurden. 

_____ 
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stellungen, entsprechend ( 5 ) ,  mittels einer Vertauschungsmatrix v be- 
werkstelligt werden : 

(5 )  

Die Vertauschungsmatrix V, die sich auf das Produkt (3) bezieht, 
besteht aus der direkten Summe von Einheitsmatrizen (entsprechend 
den funf mit einer geschweiften Klammer ausgezeichneten Kombina- 
tionen) undvonVertauschungsmatrizen v voni oben angegebenen Typus. 
Die, in letzteren Matrizen, von Null verschiedenen Elemente v,, sind : 

') Gk) X z t j  r'j) (Gk)) V = 2 t j  rii) (Gk) X r(j) (Gk) . 
j 

( 

Tabellc 

Matrix v, 
Grad : Kombination 

1 6  
[r(')(Gk)] = 2, Fall ,8 
[r(i) (Gr)] = 2, Fall y 
[r 'i) (Gk)] = 3, Fall ,8 
[r'')(Gk)] = 3, Fally 

11. 

Von Null verschiedene Elemente: 
vrs = 1 

vll v23 v34 v42 v55 v66 

vll v23 v35 v42 v5& v66 

vll v24 v35 v42 v56 v67 v73 v9S 

vll v24 v37 v42 v55 v68 v73 v86 vS9 

So entspricht beispielsweise in dem im Teil I1 beschriebenen Bei- 
spiel die Zerlegung von D(Gk) dem Fall (siehe die Pormeln (II,6) 
und (II ,7)) .  Jene Vertauschungsmatrix V, welche das dort angegebene 
direkte Produkt 

umordnet, enthalt demnach zweimal (1, = 2)  die in der ersten Zeile 
der obigen Tab. beschriebene Submatrix v, so dass sie folgende Form 
annimmt : 

( r (1 ) (Gk)+r(2 ) (Gk)+2  r(31(Gk))X(r('1(Gk)+r(3)(Gy)) 

1 0 0 0 0 0  

v =  ( "  O V O  O 0 ) ;  v = ( : : ; ? : : ) .  0 1 0 0 0 0  ' 

o o v  0 0 0 0 1 0  
0 0 0 0 0 1  

E = Einheitsmatrix, [El = 6, 0 = Nullmatrix. 

Es ist zu beachten, dass die Reihenfolge der Matrizen U('>" in 
der direkten Summe Cl, tj U(i3j) auf die Reihenfolge der direkten 
Summe von Produkten irreduzibler Darstellungen, so wie sic durch V 
hervorgerufen wird, abzustimmen ist. 

M a t  r iz  e n  U(i,j). 
DieDefinition derMatrizenU">j) = (U:;j)) ist durch die Relation (I, 21) 

gegeben. Die Matrizen U(itj) sind alle in unitiirer Gestalt angenommen. 
Es sei hier kurz auf den Zusammenhang zwischen den l\latrizen 

U(i,j) und U(j,i) hingewiesen : 
Laut Definition ist : 

i, j 

lJ(i,j)t(T(i) r(j))u(i,j) = Cck r ( k ) ;  U(j , i ) t ( r ( j )  r(i))u(j,i) = Cck 
k k 
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Da nun T(i) x T(j) und T(j) x T(i) die gleichen Elemente in ver- 
schiedener Anordnung enthalten, kann immer eine Vertauschungs- 
matrix Q gefunden werden, so dass: 

[r(i) r(j)) = 0 (r(j) r(i)) Q . 
Daraus ergibt sich, dass : 

u(j,i) = Qu(i,j). 

Die Matrix Q lasst sich leicht wie folgt ableiten: T(i) sei vom 
Grad 1, und T(j) vom Grad 1,. Dann lasst sich die Matrix Q in Unter- 
matrizen teilen, so dass jede Untermatrix QrS = (Q',",) aus 1, Kolonnen 
und 1, Zeilen besteht : 

Ql1 Q12 . . . Q1'l 

Q = (:I 7 * . .  y " ) .  
Q'J QIJ . . . Q'J'~ 

In  jeder Submatrix Q'" ist dann einzig das Element Qi; von Null 
verschieden und gleich 1; das heisst, dass die Elemente der Submatri- 
Zen &'" durch die Relation 

bestimmt sind. 
Q?v = 6,s Svr 

Tabelle 111. 
Matr izen  &j).  

Gruppe B,, isomorph: D,, C8,. 

1 I A, +A,  + E  

Gruppe B4, isomorph: D,, C,,, DZa. 

u ( 5 , 5 )  

0 0 2-4 2 4 
2-6 2-4 0 0 
2-4 -2-4 0 0 ) li 0 0 2 + -2-4 



Gruppe D5, isomorph: D5, C5,. 

i' :: :: 
0 1 0 0  
0 0 1 0 1  

L E, 



\'olrrmcii XXXIX, Pasciculus t i  (1966) ~ Xo. 43. 407 

.-. 
7 i c c c  

c o o *  

c o i c  
--' 

,- 
o c o -  

C G d C  
-/ 

- 
s o c i  

o 2 i 3  
u' 

,- 

? + c o o  

c o c 7 -  ,-. 

? + c o o  - * 

5 

,-.. 
- C O G  

,- 
h O 3 0  



408 HELVETICA CHIMICA ACTA. 

Gruppe 'up, isomorph: T. 

I = A  + E  + 2 F  
Klanimersymbol: n = 312). 

Gruppe Gq, isomorph: T,, O13). 

(Die Matrix U(3a3) der Gruppe 6, ist identisch mit der Matrix 
gleicher Iudizes der Gruppe XI3.) 

r(3) = E 

Die Klammersymbole (k) bedeuten: 
272 v'-1 k, (k) = exp -~ n 

Uer Parameter n, der fur die gesamte Matrix konstant bleibt, wird jeweils explizit an- 
gegeben. Betreffend weitere Angaben vgl. Teil I ,  Seite 1044. 

la) Man beachte, dass in manchen der folgenden Tab. aus satztechnischen Griinden 
die Indizes i und j links oben im Tabellenkopf vertauscht sind. 
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0 0 0 '  
0 0 2 4  
0 - 2 4  0 
0 0 2-b 

2-8 0 0 
0 -2-* 0 
2 4  0 0 
0 0 0 ,  

0 0 0  

u(4,4) 

3-37 3-6 (1)/1/3 0 0 0 
0 0 0 0 0 2 *  
0 0 0 0 -2-4 0 
0 0 0 0 0 - 2 t  
3-9 (1)/1/3 3 - t  0 0 0 
0 0 0 2 - 9 0  0 
0 0 0 0 2 - 4 0  
0 0 0 -2-+ 0 0 
3-3 (2)/1/3(2)/1/3 0 0 0 

u("5) 

0 0  0 0 0 2 )  0 0 2-* 
0 0  0 0 -2-4 0 0 -2-4 0 
0 0  0 0 0 -2-4 0 0 2- t  

0 0  0 -2-4 0 0 - 2  * 0 0 
0 0  0 0 -2-8 0 0 2-4 0 
0 0  0 2-4 0 0 - 2 4 0  0 
3-4 (2)/1/3 - (2)/1/3 0 0 0 0 0 0 

3-4 3 4  - ( 1 ) / 1 3 0  0 0 0 0 0 

- 3-&- (1 ) / v3  3 - t  0 0 0 0 0 0 

T(') + T(3) + T(') + T(') = A, + E + F, + F, 

I 
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A 11 hang.  
13 ere  c 11 nU n g  (1 e r Ifa t r i z e n t j ( ' , j ) .  

Zur Berechnung der Matrizen @i) stehen zwei Methoden zur Verfugung. Uber die 
gruppentheoretischen Grimdlagen der ersten dieser Methoden sol1 in einem mderen Zu- 
sammenhang und zii einem spateren Zeitpunkt eingehender berichtet werden. Sie erlaubt, 
die Elemente U:;j) der Matrizen T(i,j) direkt zii berechnen. 

Die zweite Methode, die in vielen, aber nicht in allen Fallen schnell Zuni Zielc fiihrt, 
kanu unter Umstbnden zu reeht betriichtlichen Rechenarbeiten Anlass geben. 

Methode I: Die fur die Berechnung der Elemeute U!;j) notwendigen Hinweise seien 
hier kurz zusammengefasst : 

Gegeben sei eine reduzible Darstellung r, die auf bekannte Artla) in eine Reihe 
irreduzibler Darstellungen /'ii) zerlegt werden kann. Sei U jene Matrix, die diese Zer- 
legungl5) bewerkstelligt : 

u-' r u  = c c k  I ,( '<).  (1') 
k 

1.1) Die Art der Zerlegung, das heisst Zahl und Typus der irreduziblen Darstellungen, 
tlic in I'enthalten sind, lassen sich auf die iibliche Art und Weise den Charalrterentabellen 
der entsprechenden Gruppen entnehmen. 

15) Wir wollen dabei annehmen, dass die Zerlegung so erfolgt, dam sich die irredu- 
ziblen Darstellungen in ihrer natiirlichen Reihenfolge prbsentieren. 
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Zur naheren Prazisierung sollen die folgenden Syinbole Verwendung finden : 

I'(k)(Gi) = (F,(:)(G1)); I'(G1) : (17i j (G~));  U-' ~ (U;'); U == (Uij) . 
Es ist von Vorteil, die direkte Summe der irreduziblen Darstellungen r(k) (rechte 

Seite der Gleichung (1')) wie folgt zu schreihen: 

Darunter wollen wir verstehen, dass die irreduziblen Darstellungen nun laufend durch- 
numeriert worden sind, wobei es offensichtlich vorkommen kann, dass die gleiche irradu- 
zible Darstellung init versehiedenen Indizes in eckigen Klammern des ofteren auftritt. 
Die Relation (2') erlaubt such eine einfache Rezeichnung der Elemente von zTCrl mittels 
j e  zwei Zeilen- und Kolonnenindizes r 

Mit Hilfe der hyperkomplexen Zahlenlfi) lasst sich nun auf einem Wege, uber den 
an aiiderem Orte berichtet werden soll, eine Heziehung ableiten, die die direkte Berech- 
nung der Elemente der Matrix IT crlaubt. Inshesondere nimmt diese Beziehung fur den 
Fall, dass in der direkten Summe der Gleichung (1') jede irreduzible Darstellung nur 
einmal vorkommt, cl. h. wenn alle I"'] + fur r ;; s sintl, die Form (4') an: 

Mittelv (4') lassen sich die Elemente Ui,vu der Matrizen IJ berechnen, wenn ein von Xu11 
verschiedenes Element TJErs = 0 bekannt ist, welches zu cincr Kolonne gehort,, die der 
gleichen irreduziblen Darstellung l-['] zugeordnet ist. 

Die von Null verschiedenen Elemente von U konnen leicht berechnet werden, indem 
man sich der Relation (5 ' )  bedient, die aus (4') unter der Anriahme i = j und rii = rs 
erhalten werden kann: 

UrruU1,ru lr/gZT'it(Gi) C , r u  (G) = lul,ru12. (5') 

1)a (tic Matrizen [i(i .J)  lediglicli cinen Spezialfall der Eiier abgcleiteteii al~gemeineren 
Zusanimenhange darstcllen, ist die gestellte Aufgabe als geliist zu betrachten. 

Man geht bei der Bereclinung der Matrizen t - ( i , j )  xweckmassig so vor, dass man 
zunachst die Matrix ( lU$j)12) in Anlehnung an (5') wie folgt berechnet,. Aus den Haupt- 
diagonalen der g Matrizen F(')(Gl)  x I'(j) (GI) bilde man, indem man die Diagonaleri als 
Kolonnenvektoren verwendet, eine hfatrix 9 von Ill, Zeilen und g Kolonnen. Dcsgleichen 
hildet man aus den g Hauptdiagonalen der Matrizen ( I 'r , l , rs (G1))  - Z F [ ' ]  (G1) die Matrix 
V von 1,1, Zeilen nnd g Kolonnen. Entsprechend (5') ist dann die'quadratisclie Matrix 
VCf der Ordnung Ill, idcntisch mit cler Matrix (g/lr 1 Ujf$';iiz). 

Als Beispiel sei die Gruppe 33, gcwahlt: Die Matrix 9 des direkten Produktes 
!-('') x J;(') (== E x E) lautet: 

'1 ( 2 )  (1) 0 

n der Klammersymbole = 3. 
'* = ( 1  I 1 0 8 q 

1 1 1 0 0 0  
\1 (1) (2 )  0 0 0 1  

Diese Matrix '@ lasst sich Icicht ails drn Systemen normierter Stcllenzcilen ablesen, tlic 
wir bereits friiher veroffentlicht haben'). 

16) A .  Speiser, Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, New York, 1945, Seite 
175. -- S. Bhagavantam & T. Venkufarayudu, Theory of Groups and its Application to 
Physiral Problems, Waltair, 1951, Appendix I, Seite 229. 
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Die durch U(i,j) zu erzielende Zerlegung des direkten Produktes T(3)  x 1'(3) in die 
direkte Summe r(')+ 1'(2)+ T(3 )  (A,+ A,+ E )  lasst sich aus den Charakteren des direkten 
Produktes ableiten, so dass auch die Matrix 2 direkt angegeben werden kann: 

1 (2) (1) 0 0 0 
Das Produkt aus !$3 und Pt betragt : 

0 0 0 3  

0 0 3 0  
Da g/1, die Werte g!l, = g/l, = 6 und g/l, = 3 annimmt, erhalt man fur die Matrix 
( lUj,i$l ') folgendes Schema: 

/ o  0 0 I \  

\ 0  0 1 01 
Aus dieser Matrix lasst sich nun uber die Beziehung (4') die in Tab. 111, Seite 405, an- 
gegebene Matrix U(333) der Gruppe 3, leicht berechnen. 

Methode  11. Diese Methode, die an sich trivial ist, fuhrt, wie bereits betont, zum 
Teil zu recht verwickelten Rechnungen. 

Sie besteht darin, dass man die Relation (1') in der folgenden Form (6') schreibt: 

T U = U  Z : r [ k ]  , (6') 
( k  1 

oder, fur ein einzelnes Element der linken und der rechten Seite: 

Cqu upj = CUrs , t v  r,[bl 9 (7') 
tl' 

wobei hier das Element ij der linken Seite dem Element rs, tu  der rechten Seite ent- 
sprechen soll. 

Demzufolge erhiilt man fur jedes Element, deren die Matrix XJ gerade n2 enthklt, 
g Gleichungen, wenn n der Grad der reduziblen Darstellung T und g die Ordnung der 
Gruppe 8 ist. 

Aus diesen Gleichungen lassen sich die Elemente Ui, von U berechnen, wobei sich 
durch eine geschickte Wahl einzelner Matrizen r ( G l )  aus der reduziblen Darstellung r 
das gestellte Problem oft stark vereinfachen lasst. 

Der Rockefeller Foundation in New York danke ich fur die Unterstutzung der vor- 
liegenden Arbeit, Herrn Dr. R. Denss fur einen wertvollen Hinweis. 

Z u 8 a m  men f a s sung. 
Es wird die in den Teilen I und I1 beschriebene Methode zur 

direkten einfachen Berechnung der richtigen Linearkombinationen 
von P-Funktionen zusammengefasst. Die fur das Verfahren notwen- 
digen Matrizen werden tabellarisch angegeben und ihre Berechnung 
erlautert . 

Organisch-Chemisches Laboratorium 
der Eidg. Technischen Hochschule, Zurich. 




