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45. Molekel-Eigenfunktionen bestimmter Symmetrie:
Linearkombinationen von P-Funktionen.

Teil III: Zusammenfassung und Tabellen

von E. Heilbronner!).
(6. X. 54.)

An eine frithere Veroffentlichung iiber Linearkombinationen von
S-Funktionen?) anschliessend, haben wir im Teil I dieser Arbeit?) eine
Methode entwickelt, mittels welcher sich — bei Kenntnis gewisser Ma-
trizen -- die richtigen Linearkombinationen der P-AO’s einer Molekel
gegebener Punktsymmetrie direkt erhalten lassen. Dieses Verfahren
wurde am Beispiel von Molekel-Eigenfunktionen der Symmetrie C,,
und D, illustriert (siehe Teil IT4)). Im vorliegenden dritten und letzten
Teil werden die Rechenvorschriften zusammenfassend dargestellt und
jene Matrizen tabellarisch angegeben, die zur systematischen Anwen-
dung der Methode notwendig sind?).

Zusammenfassung der Methode.

Gegeben sei eine symmetrische Molekel, bestehend aus Sitzen
dquivalenter Atome, fiir welche die Punktsymmetrie der g Gleichge-
wichtslagen ihrer Atomkerne mit der abstrakten Gruppe ® holoedrisch
isomorph sei. Jedem Atomkern seien drei zueinander orthogonale, nor-
mierte P-AQ’s zugeordnet, die in ihrer komplexen Gestalt p®; p{’ p®,
angenommen werden sollen®).

Erfolgt die Numerierung der Atomkerne eines Satzes — und da-
mit auch der ihnen zukommenden drei P-AO’s — nach der friaher im
Teil I beschriebenen Regel?), s/g/lassen sich die 3g P-AO’s eines Satzes?)

in Form eines Zeilenvektors {p } anordnen:
{P} ( (1) ( )p( ) P( ) P( ) .. P(()g)P(f—)l) . 1)

1) Die mit dem vorliegenden Teil III abgeschlossene Reihe iiber Linearkombina-
tionen von P-Funktionen bildet einen Auszug aus: E. Heilbronner, Habilitationsschrift,
Eidg. Technische Hochschule, Ziirich, 1954.

2) Hs. H. Giinthard, E. Heilbronner & B. Messikommer, Helv. 35, 2149 (1952).

3) E. Heilbronner & Hs. H. Giinthard, Helv. 37, 1037 (1954).

4y E. Heilbronner & Hs. H. Giunthard, Helv. 37, 1534 (1954).

5) Jene Formeln des Teils 1 bzw. des Teils II, welche die Laufzahl r aufweisen,
sollen hier jeweils durch das Symbol (L,r) bzw. (II,r) gekennzeichnet werden.

8) Vgl. Teil I, Seite 1038, Fussnote 2.

7) Vgl. Teil I, Seite 1038, Absatz 5.

8) Befinden sich Atome in speziellen Lagen, so sind die richtigen Linearkombina-
tionen mittels einfacher Regeln leicht abzuleiten: Hs. H.Giinthard, E. H eilbronner d&
B. Messikommer, Helv. 35, 2149 (1952).
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Gesucht ist jene Matrix M, welche durch linksseitige Multiplika-
tion mit dem Zeilenvektor {/p} den Zeilenvektor g} der richtigen
Linearkombinationen ¢; ergibt:

(g} = (D} ML (1,26)

Wie in den Teilen I und II gezeigt wurde, lisst sich der Aufbau
dieser Matrix M in Funktion anderer Matrizen N, T, V und U®?
definieren.

M= (NxT)V (2 ! tJU“’”) ?) (2)
i

Bei vorgegebener Symmetrie der Molekel (d. h. bei gegebener
Gruppe ®) ist demnach ausschliesslich die Kenntnis der entsprechen-
den Matrizen N, T, V und U%? sowie der Zahlen |; und t; notwendig,
um fiir beliebige Symmetriegruppen die richtigen Linearkombinatio-
nen direkt zu erhalten. Im vorliegenden Teil III sollen nun diese
Matrizen beschrieben und in Tab. explizite angegeben werden.

Matrizen N.

Die Matrizen N wurden bereits frither definiert (I,8) und ein-
gehend beschrieben (Teil I, Seite 1039, sowie1?)). Sie bestehen aus den
normierten Stellenzeilen eines vollstindigen Systems aller irreduziblen
Darstellungen I'” der Gruppe .

Matrizen T.

Die Definition der Matrizen T ist durch die Relation (I1,20) ge-
geben. Die zu zerlegenden Matrizen D(G,) vom Grad 3 entstammen
der dreidimensionalen Drehungsgruppe und beziehen sich auf die in
komplexer Gestalt angenommenen P-Funktionen. (Vgl. Teil I, Seite
1038, Absatz 3 und Fussnote 2.)

Da die Matrizen D(G,) simtlich vom Grad 3 sind, kénnen aus-
schliesslich die folgenden Kille auftreten:

o) Die Matrizen D(Gy) bilden selbst eine irreduzible Darstellung
der Gruppe ®. In diesem Fall ist T die Einheitsmatrix.

B) Die Matrizen D(G,) lassen sich in eine eindimensionale und in
eine zweidimensionale irreduzible Darstellung zerlegen.

y) Die Matrizen D(G,) lassen sich in drei eindimensionale Dar-
stellungen zerlegen. In diesem Fall befinden sich die Matrizen D(G,)

9 Im Teil I wurde die Formel (2) ohne die Vertauschungsmatrix V angegeben
(1,25), wobei explizit auf die Forderung hingewiesen wurde, dass in (N X T) die Anordnung
der Elemente entsprechend den Angaben der Abschnitte o) und f) (Teil I, Seite 1043)
zu geschehen habe. (Vgl. Teil 11, Seite 1534, Fussnote 4, und Seite 15640, Fussnote 1.)
Um Missverstindnisse zu vermeiden, sei diese triviale Vertauschung der Klemente in
(N % T) durch Angabe der Vertauschungsmatrix V gekennzeichnet.

10y Hs. H. Giinthard, K. Heilbronner & B. Messikommer, Helv. 35, 2149 (1952). Die
dort in Tab. angegebenen Matrizen N (im Teil T als N’ bezeichnet) sind entsprechend
(I,11) mit Vertauschungsmatrizen (I,12) bzw. (1,13) zu multiplizieren, damit sie der
Forderung geniigen, die regulire Darstellung 7"(¢8) in eine direkte Summe irreduzibler
Darstellungen ["® in natiirlicher Reihenfolge zu zerlegen.
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in allen uns interessierenden Fillen bereits auf Diagonalform. T ist
dann, gleich wie im Fall «), die Einheitsmatrix.

Tabelle 1.
Matrizen T.

Fall Die Darstellung D enthalt die irreduziblen Matrix T
Darstellungen
100
) F(r); [F(r)] -3 (0 1 0>
001
0 01
B) rOer®; [ro] —o; (1] —1 (1 0 0)
01 0
100
») IO r® L p®, (O] o [pE] - [1r®] =1 <0 1 0>
0 0 1

Matrizen V der Formel (2).

Jene Vertauschungsmatrix V31!) der Formel (2), welche der im
Teil I, Seite 1043, Absatz §), beschriebenen Forderung entspricht, lisst
sich leicht unter Beriicksichtigung der folgenden Angaben ableiten.

Das in (I,22) definierte direkte Produkt zweier direkter Summen
irreduzibler Darstellungen

(121' r<i>(Gk)> x (ith P(j)(Gk)> (3)

ist, nach einem Satz der Matrizenalgebra, identisch mit der direkten
Summe von direkten Produkten

;11<P(i)(Gk) X ]'Z‘tjl—'(j)(Gk)) . 4)

Da nun die Matrizen I''’(G,) in allen uns interessierenden Fillen
stets vom Grad 1, 2 oder 3 sind und da, entsprechend (I,20) und dem
vorhergehenden Abschnitt des vorliegenden Teils, fiir die direkte
Summe 3't, I'"(Gy) nur die drei Félle «, 8 und y auftreten konnen,

resultieren ausschliesslich 9 Moglichkeiten fiir die Glieder der Summe (4).

Es sind dies: .
[r9Gp)] =1,2,3 und Fall o.

[rO] =1 und Falle 8 und y.
[r%@Gy)] =2,3  und Fille § und 5.

Bei den ersten fiinf durch eine geschweifte Klammer ausgezeich-
neten Kombinationen erhdlt man die direkte Summe der direkten
Produkte irreduzibler Darstellungen jeweils in der gewiinschten Rei-
henfolge, so dass keine Vertauschungen von Zeilen und Kolonnen vor-
genommen werden miissen. In den restlichen vier Kombinationen muss
die geforderte Reihenfolge der direkten Produkte irreduzibler Dar-

11) Diese Matrix darf nicht mit jenen Vertauschungsmatrizen verwechselt werden,
die im Teil I (I,11) definiert wurden.
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stellungen, entsprechend (5), mittels einer Vertauschungsmatrix v be-
werkstelligt werden:

V(F‘WGK) th;F‘”(Gk)) v =2t TV(Gy) x TV (Gy). (3)
jj §

Die Vertauschungsmatrix V, die sich auf das Produkt (3) bezieht,
besteht aus der direkten Summe von Einheitsmatrizen (entsprechend
den fiinf mit einer geschweiften Klammer ausgezeichneten Kombina-
tionen)und von Vertauschungsmatrizen v vom obenangegebenen Typus.
Die, in letzteren Matrizen, von Null verschiedenen Elemente v, sind:

Tabelle II.

Kombination Matrix v, |Von Null verschiedene Elemente:
Grad: Vs =1
[F(l (Gk)] = 2, Fall 8 6 V11 Va3 Vaa Vag Vs Vee
[F )] = 2, Fall y 6 V11 Vs Va5 Va2 Ve Ve
[I' (Gk)] = 3, Fall 8 9 V11 Vea Vas Vaz Vse Vg7 Via Vs Voo
[P ® (Gk)] = 3, Fall y 9 V11 Veq V37 Vag Vss Vg Vs Vg Voo

So entspricht beispielsweise in dem im Teil II beschriebenen Bei-
spiel die Zerlegung von D(G;) dem Fall g (siehe die Formeln (IL,6)
und (XL, 7)). Jene Vertauschungsmatrix V, welche das dort angegebene
direkte Produkt

(r'Y(Gy) + I'®(Gy) +2 ' (Gy) x (P (Gy) + T (Gy))
umordnet, enthilt demnach zweimal (1, = 2) die in der ersten Zeile
der obigen Tab. beschriebene Submatrix v, so dass sie folgende Form

annimmb :
E 0 0
=10 v O > H V=
0 0 v

E = Einheitsmatrix, [E] =6, 0 = Nullmatrix.

Bs ist zu beachten, dass die Reihenfolge der Matrizen U%Y in
der direkten Summe /1t UGP auf die Reihenfolge der direkten

1,3
Summe von Produkten irreduzibler Darstellungen, so wie sie durch V
hervorgerufen wird, abzustimmen ist.

Matrizen U%),

DieDefinition derMatrizen U%Y — (U%)ist durch die Relation (I,21)
gegeben. Die Matrizen U%Y sind alle in unitérer Gestalt angenommen.

Es sei hier kurz auf den Zusammenhang zwischen den Matrizen
U%? und U%Y hingewiesen:

Laut Definition ist:

VO (PO PO)UED — T 7®;  gldT(pO 5 pOILED = 3o, 70,

k k

OO0 OOH
OOHOOO
SOOOHHO
SOO=OO
OHOOOO
HO QOO O
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Da nun I'Y x I'Y und I'Y x I'Y die gleichen Elemente in ver-
schiedener Anordnung enthalten, kann immer eine Vertauschungs-
matrix Q gefunden werden, so dass:

(r® % ri) = Q(F(J') x 'V Q.

Daraus ergibt sich, dass:

yu-b — QU(i,J')_

Die Matrix  lisst sich leicht wie folgt ableiten: I'® sei vom
Grad 1, und I'? vom Grad 1;. Dann lisst sich die Matrix  in Unter-
matrizen teilen, so dass jede Untermatrix Q™ = (Qy,) aus 1; Kolonnen
und 1, Zeilen besteht:

Qll Ql2 . Qlli
21 22 2
oo O
6131 6152 éljli

In jeder Submatrix Q™ ist dann einzig das Element Qg von Null
verschieden und gleich 1; das heisst, dass die Elemente der Submatri-
zen Q® durch die Relation

Qflsv = Oys 6\'1‘
bestimmt sind.

Tabelle III.
Matrizen UL,
Gruppe D,, isomorph: D, C,,.

\ r'® —=FE

U3

-0 O O
S o o=

W4 2, pe o
A, +A, +E

Gruppe Dy, isomorph: D,, Cyy, Dyg.

; ro =g
i i

U5
0 0 o=t o-1
o _ g 9=t 9t o 0
o=t _9-t o 0
0 0 2% _o-1

rUer® g pe . pw
=A, +A;, +B, +B,
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Gruppe Dj, isomorph: Dy, C;,.

\ r 3) __ El [v(4) — E2
U Y
0 0 1 0 0 0 0 1
- PR S B! 01 0 0
=B, o=t 97t o o 1 0 0
0 0 0 1 0 0 1 0
F(l) 4 ],(_)) 4 FH) ]v(3) + ]w(~1)
=A +B +E;(Dy) =By +E,
=A +4, +E,(C)
yhd ) SIS
0 0 0 1 0 0 0 1
@ 10 0 0 2=t o-b o 0
I = By o 1 0 0 ot 2+ o ¢
0 0 1 0/ 0 0 1 0
7@ 4 4 ey pe)
B, +E, = A +B +E (D)
= A +A; +E (G5
Gruppe Dy, isomorph: Dy, Cq,.
N e =8 =y,
['() ) ) G
0 0 1 0 CR I ) 0
R 2 gt 0 o0 0 1
= 2=t _2=t ¢ o o 0 1 0

M4 @y e
=A +A, +E,

3 p@ 4 o)
=B, +B, +E,

e E,

U(G, 5) U6
o=t 94 o 0 /0 0 0 1
0 0 1 0 9=t ot 0
0 0 0 { 2=t _9-t 0
2=t _9—t g 0 0 0 1 0
['(3)+ [v(4)+[v(5) F(1)+I'V(2)+F(6)

B, +B, +E

A, +A, +E,
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Co)m+ vt V=
'+ g+ v= HCR G I Y=
el T d Tl i Tgd @ Tad
0 T 0 0 /0 1 0 0 0 I 0 0
0 0 §-&- 3-¢ 0 0 I 0 0 0 T 0 = oy
0 0 -8 5.8 0 0 0 I 0 0 0 [
\ T 0 0 0/ I 0 0 0/ V1 0 0 0
gyl ¢l TRon |
)+ v+ v =
w+ = ta'a+ g+ V= fat "=
e Tl @d Tl Td @ Tl
0 1 0 0 0 [ 0 0 1 0 0 0
0 0 0 T 0 0 38— 3-8 0 0 T 0 %=
0 0 [ 0 0 0 3-8 -3 0 0 0 T
T 0 0 0 VT 0 0 0/ 0 I 0 0/
(¢'pl Fn ()1
)+ vt v o=
4 e S T = tQ*a+ g+ v=
wd Tpd iod Fod id T Td
/0 i 0 0 A 0 0 0 I 0 0 0
0 0 0 T 0 0 0 T 0 0 -8~ ;-¢ = g d
0 0 I 0 0 0 1 0 0 0 -8 3-8
I 0 0 0/ .0 T 0 0/ 0 [ 0 0
(erey1 +'e) 1 (g'e)d
U= (g U= (g = (g

Aoy ey rydaomost

@ oddniy
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Gruppe U, isomorph: T.

U(4,4)
3t 3=t 37t 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 27t ¢ 0 g%
0 0 0 0 27t o 0 -2t ¢
O _p o 0 0 0 0 2=t o 0 -2t
37T ()3 @3 0 0 0 0 0 0
0 0 0 2=t o 0 2=t ¢ 0
0 0 0 0 27t o 0 2=t o
0o 0 o 27890 0o -27t 0 0
3 @3 s 0 0 0 0 0
Yy r® .y ey o r@®
=A +E +2F
Klammersymbol: n == 312),
Gruppe &, isomorph: Ty, 013).
ie Matrix »3) der Gruppe &, ist identisch mit der Matrix
(Die Matrix U3 ger G d M
gleicher Indizes der Gruppe Ds.)
\ 1_'(3) =K
U(3,4)
[ 2¢ o o 2t 0 o
0 ewve o o -2 o
re =¥, o 0 mye o o 1y 2
@z o 0 -@2//2 o 0
0 2t 0o 0 2t o
0 0 @2 o o~y
'Y+ r® —p 4+,
)
it O 27t ¢ 0 ]
) 0 —-@)2 o 0 @nz o
r'® = F, 0 0 myz o o a2
@2 0 0 @2 o 0
0 o=t o 0 2=t ¢
0 0 -z o 0 2
'Yy ro —F + 1,

Klammersymbol: n = 3.

12) Die Klammersymbole (k) bedeuten:

(k) = exp ?nl{;l k.

{1, 27)

Der Parameter n, der fiir die gesamte Matrix konstant bleibt, wird jeweils explizit an-
gegeben. Betreffend weitere Angaben vgl. Teil I, Seite 1044.

13) Man beachte, dass in manchen der folgenden Tab. aus satztechnischen Griinden
die Indizes i und j links oben im Tabellenkopf vertauscht sind.
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U(4,3)
2~F o 0 ) 0 |
@z o 0 -@/2 o 0
r® =7, 0 @2 o 0o —-@yz o
0 2-% 0 0 2-% 0
0 0 LYz o 0 (Ly2
0 0 myz o 0 -2

U(5,3)
( 2=t o 0 2=t o 0 |
-@yz 0 0 @2 o 0
r®=F, 0 -@W2 o 0 @2 o
0 2=t 0 0 2t 0
0 0 Lyz o 0 (L2
l o o —owz o o  ayz)

r'Y4yr® =7 4T,

\ 1—1(4) — Fl

U(4,4)
3=t 37t 30 o0 o0 0 0 0
0 0 0 0 0 2t o 0 2%
0 0 0 o —27t o , 0 -2t o .
Y 0 0 0 0 -2 0 0 9~
o= 3~% 1/;/33% 0o 0 o0 0 0 o0
0 0 2=t ¢ 0 27t o 0
0 0 0 0 2=t o 0 —27t ¢
0 0 0 -—27% o 0 2-t o 0
37 (2)/)/3(2)/)30 0 0 0 0 0
rOer® @ r® A +E+F, +F,
U(4,5)
37t 37t B0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 2% o o 2%
0 0 0 0o -27t o 0o -27t
76 _p 0 0 0o o o -27¢ 0 o 2%
: -3k s 3 o o o0 0 o0 0
0 0 0 27t ¢ 0o —2%o0 o
0 0 0 0 —27% o o 2%ty
0 0 2=% ¢ 0o —2%*o0 o
3~ /V 3-2/30 0 0 0 0 0
F<2>+F(3)+F(4)+F<”) = A +E+F +F,
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\ [v(')) _ :Fz

| R
378 3% 3o 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0o —27% o o 2%
0 0 0 0 -27f 0 0 -2°%
ROy 0 0 o 0 0o 27t 0 0 27
=37 (Y3 37 0 0 0 0O 0 0
0 0 0o -—27% o 0o —27%0 o
0 0 0 0o -27% o 0 2% o
0 0 0 27t ¢ 0 -2t 0 0
37H @3-@30 0 0 0 0 0

rypr® e p®or® A L B+ ¥ + T,

37 37 s oo 0 0 0o 0 0

0 0 0 0 0 2t ¢ o 2%
0 0 0 0 978 g 0 27t 9
1o _ g, 0 o 0 0 o —27¢ o o 27}
37t (s 37t o 0 0 0 0 0
0 0 0 27 0 27t 0 0
0 0 0 0 -27% ¢ 0 27t
0 0 0 —27% 0 0 27E 0 0
37 @23 @3 o 0 0 0O 0 0

Y p® pé A L E4+F +F,

Anhang.
Berechnung der Matrizen U%Y,

Zur Berechnung der Matrizen U1 stehen zwei Methoden zur Verfiigung. Uber die
gruppentheoretischen Grundlagen der ersten dieser Methoden soll in einem anderen Zu-
sammenhang und zu einem spéteren Zeitpunkt eingehender berichtet werden. Sie erlaubt,
die Elemente Ug’j) der Matrizen UM direkt zu berechnen.,

Die zweite Methode, die in vielen, aber nicht in allen Fillen schnell zum Ziele fiihrt,
kann unter Umsténden zu recht betrichtlichen Rechenarbeiten Anlass geben.

Methode I: Die fiir die Berechnung der Elemente Ug;j) notwendigen Hinweise seien
hier kurz zusammengefasst:

Gegeben sci eine reduzible Darstellung I, die auf bekannte Art!?) in eine Reihe
irreduzibler Darstellungen [/ *® gerlegt werden kann. Sei U jene Matrix, die diese Zer-
legung'®) bewerkstelligt:

Clru =2 e ', 19
k
14) Die Art der Zerlegung, das heisst Zahl und Typus der irreduziblen Darstellungen,
dic in I"enthalten sind, lassen sich auf die iibliche Art und Weise den Charakterentabellen
der entsprechenden Gruppen entnehmen.
15) Wir wollen dabei annchmen, dass die Zerlegung so erfolgt, dass sich die irredu-
ziblen Darstellungen in ihrer natiirlichen Reihenfolge prisentieren.




Volumen xxxr1x, Fasciculus 11 (1956) — No. 45, 411

Zur néheren Prizisierung sollen die folgenden Symbole Verwendung finden:
rG) = (I{PGn);  T'G) = y(6)); T =(UFY); U= (Uy).
Es ist von Vorteil, die direkte Summe der irreduziblen Darstellungen I"® (rechte
Seite der Gleichung (1)) wie folgt zu schreiben:
2o I = Yo, 2)
k r
Darunter wollen wir verstehen, dass die irreduziblen Darstellungen nun laufend durch-
numeriert worden sind, wobei es offensichtlich vorkommen kann, dass die gleiche irredu-
zible Darstellung mit verschiedenen Indizes in eckigen Klammern des ofteren auftritt.
Die Relation (2’) erlaubt auch eine einfache Bezeichnung der Elemente von 2 ' mittels
je zwel Zeilen- und Kolonnenindizes

21-'[” Gy) = ( T8, b ((’l)> = (O” l‘s[;lrl] (Gl)) ' 39

Mit Hilfe der hyperkomplexen Zahlenl®) lasst sich nun auf einem Wege, iiber den
an anderem Orte berichtet werden soll, eine Beziehung ableiten, die die direkte Berech-
nung der Elemente der Matrix U erlaubt. Insbesondere nimmt diese Beziehung fiir den
Fall, dass in der direkten Summe der Gleichung (1’) jede irreduzible Darstellung nur
einmal vorkommt, d. h. wenn alle I'ITl & PI8] fiir r + s sind, die Form (4') an:

21‘ (G) TE¥ (Gy) = g/l Up 1 Uf e 4

Mittels (4') lassen sich die Elcmente Ui, ru der Matrizen U berechnen, wenn ein von Null
verschiedenes Element UJ =20 bekannt ist, welches zu ciner Kolonne gehort, die der
gleichen irreduziblen Darstellung 7"*] zugeordnet ist.

Die von Null verschiedenen Elemente von U kénnen leicht berechnet werden, indem
man sich der Relation (5°) bedient, die aus (4') unter der Annahme i =j und ru = rs
erhalten werden kann:

Li ruUI Tu — 1r/g21 11 Gl 1u ru Gr1 Ibi rul (5,)

Da die Matrizen U™ ¥ lediglich cinen Spezialfall der hier abgeleiteten allgemeineren
Zusammenhinge darstellen, ist die gestellte Aufgabe als gelost zu betrachten.

Man geht bei der Berechnung der Matrizen T%¥ zweckmassig so vor, dass man
zunéchst die Matrix (lU(ris’j) 2) in Anlehnung an (5°) wie folgt berechnet. Aus den Haupt-
diagonalen der g Matrizen F(i>((}1) X F(j)(Gl) bilde man, indem man die Diagonalen als
Kolonnenvektoren verwendet, eine Matrix g von 1;1; Zeilen und g Kolonnen. Desgleichen
bildet man aus den g Hauptdiagonalen der Matrizen (I, rs(Gy)) 2 (G, die Matrix

€ von ljly Zeilen und g Kolonnen. Entsprechend (5°) ist dann die" quadratische Matrix
R 2! der Ordnung 1 1]y identisch mit der Matrix (g/l, ‘L(‘ B2

Lru
Als Beispiel sei die Gruppe D, gewéahlt: Die Matrxx B des direkten Produktes
I'® % r® (= E x E) lautet:

/1 @2 1 0 0 0
1 1.1 0 0 O
R = , - 3.
B 1 1.1 0 0 o n der Klammersymbole — 3
1 1@ o 0 o

Diese Matrix P lisst sich leicht aus den Systemen normierter Stellenzeilen ablesen, die
wir bereits frither veréffentlicht haben?).

16y 4. Speiser, Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, New York, 1945, Seite
175. — 8. Bhagavantam & T. Venkatarayudu, Theory of Groups and its Application to
Physical Problems, Waltair, 1951, Appendix I, Seite 229.
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Die durch UGY zu erzielende Zerlegung des direkten Produktes ' % r® in die

direkte Summe 7'V 4+ 4 G (A;+ A, + E) lasst sich aus den Charakteren des direkten
Produktes ableiten, so dass auch die Matrix £ direkt angegeben werden kann:
11 1 1 1 1
1 1 1-1-1-1
1 (1) 2y 0 0 0O
1 @ @ o o o
Das Produkt aus 8 und LF betragt:

Q=

pef—

S W wo
oS wwe
w o oo

S o W

0

Da g/l, die Werte g/l, = gfl, = 6 und g/l; = 3 annimmt, erhilt man fiir die Matrix
(lUgl']> ?} folgendes Schema.:

i,ru
0 0 0 1
Cemm V212 0 0
(U2 =112 12 0 o
0 0 1 0

Aus dieser Matrix ldsst sich nun iber die Beziehung (
gegebene Matrix U der Gruppe D, leicht berechnen.

Methode I1. Diese Methode, die an sich trivial ist, fiihrt, wie bereits betont, zum
Teil zu recht verwickelten Rechnungen.

Sie besteht darin, dass man die Relation (1’ in der folgenden Form (6’) schreibt:

N

) die in Tab. ITI, Seite 405, an-

rv=yvu ('Zﬂk]) , (6)
k
oder, fiir ein einzelnes Element der linken und der rechten Seite:
t ,
%‘ri‘u U, = %’Urs, o I, (7

wobei hier das Element ij der linken Seite dem Element rs, tu der rechten Seite ent-
sprechen soll.

Demzufolge erhilt man fir jedes Element, deren die Matrix U gerade n? enthalt,
g Gleichungen, wenn n der Grad der reduziblen Darstellung I" und g die Ordnung der
Gruppe @ ist.

Aus diesen Gleichungen lassen sich die Elemente Uy; von U berechnen, wobei sich
durch eine geschickte Wahl einzelner Matrizen I'(G,) aus der reduziblen Darstellung I”
das gestellte Problem oft stark vereinfachen ldsst.

Der Rockefeller Foundation in New York danke ich fiir die Unterstiitzung der vor-
liegenden Arbeit, Herrn Dr. R. Denss fiir einen wertvollen Hinweis.

Zusammenfassung.

Es wird die in den Teilen I und II beschriebene Methode zur
direkten einfachen Berechnung der richtigen Linearkombinationen
von P-Funktionen zusammengefasst. Die fiir das Verfahren notwen-
digen Matrizen werden tabellarisch angegeben und ihre Berechnung
erlautert.
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